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Chapitre 8 . Integrates géniralisées .

§8.1
. Integrates géniralisées sur un intervale borné.

Déf So it a < lo et f:[a. lol → R une fonchon continue .

Alers on défnif l ' integrate généralisée par la limit
b- ✗

b-

Notations Simon
,
l ' integrate généralisée ffltldt est divergent .÷÷:÷÷÷÷÷:÷÷÷.Si f: Ja , b) → Rent continue , on definait linlégrakgénéraliséepar la limitb

at b

Simon
,
l' integrate géuéralisée Sfltldt est divergent .

at
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Ext
.

L'aire sous la courte y
-

- ¥, , ✗ C-30,1]
1

¥.

-

- lim fÉdx=lim- × :|
'

= fan =¥.h→O+
h

h-10+1-2
in

= lim 24 -F) = 2 .

A-2
h→Ot

*

Ex2
.
L'aire sous la courte f- f- , ✗ c-30,1]

1

j¥=limfd÷=lim(logtlogt) -- + a

1-→ Ot t -10-1

0-1 t
"

O Ys
- ao

i f- 1×1=4
L' integrate généralisée J¥ est divergent .

Ot

A- a

•



Proposition .

Crite're de
comparison .

Soient fig :[a. blfonchvns continues
-223-

telles gciilexiste-da.GL : OE-fcxk-gkltxc-k.GLb- b-

go,
/É
!Alers si fglxldx converge = > ffcxldx converge

a ( lahmilefnieexisk ) a

f-

i ¥¥:si fflxldx diverge ⇒ Jgcxldx diverge
a

a

Il exist run critére sanitaire
pour fig : ]a

,
b) → R continues

.

Ot b-a b-a

Ex
. §%¥µ¥fd÷=Jd÷=lim×d÷=f;%¥ii" 'T

"

✗

=¥%+¥(a-at :X")=
Ot

✗→of
arb

a

changementde variable
b"

a- b- t⇒dn= -It = (b-a)
"✗

,
✗ < 1

t=a⇒u=b-a
,
f- b-⇒ re --0-1

divergent ✗ > 1

f- →
-00

Side s¥t= - limllige-I-bgk.at)✗→ e-

⇒ a divergent
a

§%¥µ=( ¥1b-al
"

.
✗ < 1

divergent , 2>-1
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Corollaire Soit f :[a. b[→ IR continue . Suppose ons qiiilex.sk ✗c- IR
b-

tel
que lyg.fw.lb-xk-lt-0.Alorsl.in/ejralegeiierah-seeSflf1dtER

a

converge ⇐
> ✗ < 1 et diverge <⇒ ✗ = 1

.

Dim : Soit l> 0 ; Egg. 1×-814-1×1 =L ⇒ J-cela.lt : the fall on a
Elk (b-xkflxlc-3-zlc-il-zfz.in c-fix ?§¥y ⇒

e-To

⇒ Parle critére de comparison ⇒ ffltldt est convergent ⇒ 2<1

a divergent ⇐> ✗ 21 ☒

Dune fason similar on obtient: Soit f: 3%83→R continue . Supposonsqiil exist ✗c- IR:
tel
que figg, flxkx

-ak-f.IQ/tlorsl'ink'gralegeiieraliseeJflHdt converge <⇒ 2<1

a+ diverge ⇐ > ✗ = 1
.

Ex
. §d÷pf§ converge on diverge ? (la primitive nesiexpnmepasenfonctousélémentaires ) .

¥E=¥Twt+# i kik. "¥¥. Em.÷µ*× Fg. * 0 .

5¥
Puisgue 2--1-2<1 ⇒park Grollair §d¥⇒ est convergent .
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Déf Soit a < f
, f: ]a, lol → IR continue , c c- Ja, 61 arbitraire .

Alors linkgrate généraliséeb- c b-

ffltjdt kit ffltldt + ffltldt converge si
et sentiment si

at at
> et

les deux integrals généralisées convergent . La definition ne dependpas
du choix de c €39,81

.

1- 42 -

Ex .SI#ns---fHT*+TdEa.-*
Ot Ot 42

(1) On churches c- IR : (2) On church ✗ c- IR :

limfw.i-fim.FI#s--l+--tIlim-kHli-N--Er.y!¥÷js=l¥I
✗not

✗→ 1-

⇒ """"
""
d" "" ⇒ " "" ""d" " "¥⇒Ot⇒fig. ¥-1, = 1 ⇒ Eng !¥¥#=1 .

converge
⇒

Yr . r< tent set .
⇒ g¥µ×p converge ⇐> rat

⇒ §,¥gs converge
0-1 §

<⇒ s< 1
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§ 8.2

. Integrates généralisées sur un intervale non borné.

Déf. Soit f: la, too [ → Rune foncton continue . Alorsl
'integrate généralisée

00

:Safltldt
hithim ffltldt si la limit exist

.

✗ → too
co

Simon
,

l ' integrate généralisée ffltldt est divergent .
Soit f-: ] - • , b) → IR continue? Alas liintegrak généraliséeb b

fafltldt lim
✗→→

f-ltldt si la limit exist
.

☒

Simon
,

l' integrate géniratsée ffltldt est divergente.:
Ext

.

Caire sous la Courte fix)=¥eog-× , ✗ c- 19+01

I%¥eogt=¥.mn#tt-eogt---a.egtbyInTdI-- fat ¥×
du -=d¥

, loge-- 1. log → •

00

=.fi#a.logluY,.--lgrya.Kogy-log1)-- • ⇒to
A- as↳

Jedtt-e.gg diverge .
e
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€" """ " " "& ""¥" """"

?
"=¥G*

§t¥Ñ=¥%§¥eogtI; lim
=hgt y

-so
d÷ =

e

⇒du -- ¥
loge --1 , y=log× I

y

-

- fi: 1- tell
,

-4%(-1-+1)=1
A- =L

Critére de comparison .

Si 0<-4×1%1×1 pour tout
✗ > c pour

un certain c > a
,

Alers
•

00

si §gkDdx converge ⇒ Jaflxldx converge ; si fflxidx diverge ⇒Jaglxldx diverge .

a pH R R
a

Ex
. {¥, -- line.fi#--lirI.T-p*Yi-k:T-sH

"
- D=

= ftp.sip
> 1 • R

a

diverge , sipit
i Sift ⇒{¥=¥:zf¥=¥→%(logR - log D= a divergent

to to
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a' comparerd¥=¥ sip > 1. d÷= ¥ .

v1
avec

divergent . sight diverge , 2>-1

Grollcore Soit f :[a. + •[→ IR continue etpc-IRfelquefi-z.fm -✗E- Cto
oo C- IR

Alers Jfltldt converge ⇐> p > 1

a diverge ⇐> pet .

Ex
. §¥Ñ converge on diverge ? Cnesiexpnme pas en fonctonsélémentaires) .

p=%

¥1 '÷rÉ= E.mn#Fr+T-i--E.m!Hy.-rEI-- 1¥: ⇒9--3>1
il faut prendrep=3 pour une limit¥8 .

⇒ l 'integrate converge .

Déf Soit f une fonction continue sur ] a. + •C. Alorsliinfgrakgénéralisée
00 A

ffltldtk-tffltldttffltldtpounnencc-ja.nl
at

at
c T

converge si et sentiment si les deux integrates generalities convergent .
-

Simon
. linkgrale généralisée ffltldt diverge .

at



Déf Si f- : R - > IR continue
,

odors on peut anssi considerer
-229-

co

ffltldt hit Hldt + ffltldt ,

CER
, qui est convergent:

- ao R et

si et sentiment si les deux integrates convergent.
La definition ne depend pas du choix de ce IR

.

"K
E" fd¥× convergent ? link

✗⇒

✗ → o+Ñ×
= ¥%+¥n× =L et 2--2>1 ⇒ park corolla.se%

l' integrate fOt % 9¥; diverge .

OtDireckment : d÷×=fiIo+{¥i×=¥%+tctg×Ñ= limfctj-k-id.ge) -- • ⇒ divergent .
Ot

E E-'Ot

¥ Y
,

so

E-✗ercia.JO#-yx+g---?calculerliinkgralegeiieraliseesielle converge .

- a

1--0 il faut
⇒Crilire de comparison

: ¥m±•¥+Ég = ↳
• prendreg.zl.IE?xT-4x+g--- 1+-0c- R

Risque g--2 > 1 ⇒ §,¥µg- converge .

- a
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I¥÷=I¥-ño=!¥¥i+J¥ñi=
- 2

THEIR

changement de variable
0 R

|u=¥?- ⇒ dn=¥d×
a- ⇐ ✗ → ±o,×⇒⇒u=o

/ = '¥!¥|u¥i+¥%¥ud÷,- =
R o

R

= him
*→ t.Arctguf-limtsr-Ard-gufo-limfo-i-r-A~r.GR/-;f::Fsr-Ar--Rot.

R
R→N R→→

4- Iz "¥
= 0 - ¥f¥)+¥¥ -0 = "É .

f-1×1=2*4×+7
A- Is
↳



E- fix)={ ✗ ( 1-1×2)¥ ,✗ > 0 continue enx=o ?

sin 1×1 ,

✗ < 0 desirable

en.to?.....------


